Residuen helfen gut zu modellieren

MARKUS VOGEL, HEIDELBERG UND ANDREAS EICHLER, FREIBURG

Zusammenfassung: Beim Modellieren von Daten
gilt: Das Modell hat zu den Daten zu passen und
nicht umgekehrt. Die Streuung realer Daten um ein
Modell, mit dem ein erkannter Datentrend beschrie-
ben wird, ist keine blofie listige Abweichung von den
vermeintlich ,,echten‘ Modellwerten. Die Differen-
zen zwischen den Daten und den Modellwerten, die
Residuen, werden bei der Datenanpassung bewusst
in Kauf genommen — nur der Trend der Daten, nicht
die Daten selbst sollen erfasst werden. Die Residu-
en geben Aufschluss iiber die Modellgiite. Aber auch
dariiber hinaus enthalten Residuen wertvolle Infor-
mationen. In diesem Beitrag wird die Bedeutung der
Residuen beim Modellieren von Daten aus verschie-
denen Perspektiven beleuchtet.

1 Residuen geben der
Datenanpassung ein MaR

Der Schulunterricht bietet auf allen Alterstufen zahl-
reiche Moglichkeiten, um mit Daten Zusammenhénge
aus Alltag, Natur und Technik zu untersuchen: Ergeb-
nisse beim Sportunterricht, Wetter- und Temperatur-
analysen, Zusammenhénge in Umfrageergebnissen,
GesetzméBigkeiten beim Wachstum von Hefen oder
Pilzen, Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit
und Bremsweg, Schallgeschwindigkeit, etc. Bei der
Analyse solcher Daten geht es darum, dass die Schii-
lerinnen und Schiiler GesetzméaBigkeiten oder Trends
in Daten ausfindig machen und diese durch Funkti-
onen modellieren.! Dabei konnen je nach Datenlage
und Kontext einerseits und Vorwissen der modellie-
renden Person andererseits unterschiedliche Model-
lierungstechniken zum Einsatz kommen (vgl. Engel
& Vogel, 2006). Fiir die Schule bietet die Arbeit mit
elementaren Funktionen besondere Mdglichkeiten,
die Leitideen Daten und Zufall, Funktionaler Zusam-
menhang und die Kompetenz Modellieren miteinan-
der zu vernetzen und so den Schiilerinnen und Schii-
lern den umwelterschlieBenden Aspekt (vgl. Vollrath,
2003) des Funktionsbegriffs erfahrbar werden zu las-
sen.

Fiir das Auffinden einer geeigneten Funktion ist das
Streudiagramm von wesentlicher Bedeutung: Hier
werden die Daten und eine mogliche Modellfunkti-
on in einer graphischen Einheit abgebildet. Auf die-
ser Ebene betrachtet lautet die Aufgabe: Finde eine
Funktion, deren Graph ,,moglichst gut™ zu der Punkt-
wolke der Daten ,,passt*.

In der Formulierung ,,moglichst gut passen® wird eine
inhaltliche Vorstellung iiber die Modellierungsgiite
in der Frage ausgedriickt, wie und in welchem Maf3
Funktion und Daten zueinander in Beziehung stehen.
Mit den Residuen, definiert als Differenz r =y — f(x,)
zwischen den Datenpunkten (x|y,) und den jeweils
entsprechenden Punkten (x [f(x,)) der modellierenden
Funktion f{x), steht ein einfaches Abweichungsmaf}
zur Verfiigung. Im Residuendiagramm werden die
Differenzen als Lotabstinde zwischen Datenwerten
und Funktionswerten entlang einer Nulllinie abgebil-
det, welche die gleiche Skalierung wie das zugeho-
rige Streudiagramm aufweist. Hier ldsst sich weiter
spezifizieren, was eine ,,moglichst gute* Datenanpas-
sung meint: Nach der begriindeten Entscheidung fiir
eine Modellfunktion soll dieses so angepasst werden,
dass die Residuen moglichst klein sowie zuféllig im
Sinne von trendfrei sein sollten und sich insgesamt
nach oben und unten ausgleichen (vgl. Biehler &
Schweynoch, 1999).
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Abb. 1: Perfekte Datenanpassung?

Bei dem Versuch, die Residuen durch die Funkti-
onseinpassung mdglichst klein und zufillig hin zu
bekommen, ist in modellierungstechnischer Hinsicht
wesentlich: Die Minimierung darf nicht um den Preis
einer sachgerechten funktionalen Modellierung ge-
schehen. Im Extremfall hieBBe das, dass die bestmog-
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liche funktionale Datenmodellierung immer darin
besteht, dass alle Abweichungen zwischen Modell
und Daten — die Residuen — verschwinden und der
Funktionsgraph genau durch alle n Datenpunkte (x,
V), - (x,, ¥, ) verlduft. Uber die Interpolation durch
ein Polynom der Form p(x) = a,+ a,x + ax’ + ...
+ ax* wiire mit k = n — I eine solche Funktion p(x)
fiir n Datenpunkte prinzipiell immer zu finden. Die-
se Datenanpassung ist jedoch im Allgemeinen nicht
sinnvoll zu interpretieren wie das Beispiel in Fig. 1
zeigt. Durch die vollstindige Datenerfassung verliert
das funktionale Modell die Moglichkeit, einen sach-
lich sinnvoll begriindbaren Zusammenhang zwischen
KorpergroBBe und Gewicht trendgeméall abzubilden.
Dadurch biifit es ein zentrales Merkmal ein, welches
ein Modell nach Stachowiak (1973) kennzeichnet:
das Abbildungsmerkmal. Es ist ein wichtiges Ziel,
dass die Schiilerinnen und Schiiler lernen, zwischen
der kontextfreien Punkte-Erfassung und der funktio-
nalen Anpassung zu unterscheiden, welche die kon-
textuelle Bedeutung der Datenwolke im Blick hat.

2 Residuen verweisen auf den
Modellcharakter

Daten sind Zahlen mit Kontext. Sie quantifizieren Be-
obachtungen von Phanomenen der natiirlichen, tech-
nischen oder sozialen Umwelt. In dem seit TIMSS
und PISA vielfach rekurrierten mathematischen Mo-
dellierungskreislauf? sind die Daten als Realmodell
eines zugrunde liegenden Phidnomens einzuordnen
(vgl. Vogel, 2006 und Eichler & Vogel, 2009). In den
Daten manifestiert sich der Aspekt des Ausgangspha-
nomens, welcher fiir eine strukturelle Betrachtung
wesentlich und zugénglich ist. Der Mathematisie-
rungsvorgang besteht darin, im Nebel der Datenwolke
Strukturen ausfindig zu machen und diese Strukturen
auf der mathematischen Modellebene durch eine ma-
thematische Funktion zu beschreiben. Aus dem, was
Borovcnik (2005) als Strukturgleichung bezeichnet,
lasst sich folgende Modellierungsgleichung ableiten
(Vogel, 2006):

Daten = Funktion + Residuen

Die modellierende Funktion steht als ,,deterministi-
sches Modellierungskonzentrat* fiir die erklérte Va-
riabilitdt der Daten. Demgegeniiber zeugen die Re-
siduen (= Daten — Funktion) von der nicht erklérten
Variabilitdt der Daten. Diese Differenz kann mit dem
Konstrukt Zufall beschrieben und als stochastische
Komponente (z. B. Engel, 1998) mathematisch erfasst
werden. Die reale und die mathematische Modellebe-
ne unterscheiden sich durch die Residuen. Gleichsam
sind beide Modellebenen durch die Residuen ver-

kniipft — sie vermitteln beim Modellierungsvorgang
zwischen Daten und Funktion. Dies ist in Fig. 2 an-
hand des Beispiels der CO,-Daten dargestellt, die auf
Mauna Loa im Zeitraum von 1995 bis 2005 gemes-
sen wurden. Der jahreszeitlich unabhidngige Anstieg
ist durch eine gleitende Mittelwertkurve modelliert.
Ubrig bleiben die Residuen, in denen saisonale und
durch Zufall erkldrte Schwankungen enthalten sind.

Fig. 2: Residuen vermitteln zwischen Daten und
Funktionen

Der Unterschied, fiir den die Residuen stehen, ist
in didaktischer Hinsicht dann bedeutsam, wenn auf
diese Weise der Unterschied zwischen Modell und
Realitdt betont werden kann. Héufig verwechseln
Schiilerinnen und Schiiler Modell und Realitdt mit-
einander (z. B. Humenberger & Reichel, 1995). Im
mathematisch-naturwissenschaftlichen ~ Unterricht
taucht dieses Problem oft beim Nach-Entdecken
von GesetzméBigkeiten, wie z. B. s = /g - #* oder
F =m - a auf: Unterrichtliche Experimente dienen in
der Regel dazu, diese GesetzmiBigkeiten als giiltig
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dadurch nachzuweisen, dass sie sich wiederholt auf-
zeigen lassen. Ist aber vor der Analyse von Messda-
ten bereits bekannt, was an Trend zu finden ist, und
tritt die modellierende Person nur mit dieser ,, Trend-
brille”“ an die Daten heran, dann liegt die Gefahr
nahe, dass die Daten als etwas Storendes und vom
vermeintlich ,,wahren“ Trend Ablenkendes wahrge-
nommen werden.

In Schulbiichern werden leider hdufig Abbildungen
gezeigt, bei denen Messwerte genau auf entsprechen-
den Funktionsgraphen liegen. So wird diese falsche
Sichtweise noch zusitzlich unterstiitzt. Auch der in
diesem Zusammenhang iibliche Terminus ,,Fehler-
rechnung® wirkt hier didaktisch sehr ungliicklich: Er
legt die Sichtweise nahe, dass Daten etwas Fehlerbe-
haftetes sind, wohingegen der identfizierte Trend als
etwas Fehlerbereinigtes erscheint. Tritt man dagegen
,,vor-Urteils-frei* an die Daten heran, dann stellen die
Residuen eine wichtige Informationsquelle fiir den
Modellierungsvorgang dar. Sie enthalten noch die
Informationen von den Originaldaten, welche beim
(ersten) Modellieren nicht beriicksichtigt wurden.

3 Was Residuen zu sagen haben —
Beispiele

Das Residuendiagramm ldsst sich mit der didakti-
schen Metapher einer ,,Modellierungs-Lupe* erkla-
ren: Hier wird das vergrofBert anvisiert, was bei der
funktionalen Modellierung — die mit dem Trend eher
das ,,Ganze* global in den Blick nimmt — {ibrig ge-
blieben ist. Bei genauer Betrachtung lasst sich auch
hieraus noch einiges herauslesen:

3.1 Unterschiedlich groe Streuung in einer
Datenmesssung (Heteroskedastizitat)

Bei der Messung von gleichartigen Objekten oder
mathematischen GroBen (z. B. Lénge) verschiedener
GroBenordnung ldsst sich beobachten, dass bei einer
funktionalen Anpassung mit groeren Messwerten
groflere Residuen einhergehen konnen.

In Fig. 3 ist die lineare Modellierung eines Daten-
satzes abgebildet, der die Messung von Liangen und
Breiten von Buttermuscheln dokumentiert. Die Ge-
rade steht fiir ein durchschnittliches Verhéltnis von
Léange und Breite. In dem Residuendiagramm ist eine
Zunahme der Streuungen zu sehen. Diese Beobach-
tung ldsst sich bei der entsprechenden Vermessung
anderer Objekte, wie z. B. Ahorn-Blatter, wiederho-
len. Auch bei der nichtlinearen Modellierung eines
Datensatzes zum Phanomen des freien Falls (Bichler,
20006) zeigt sich diese Form der Heteroskedastizitét
in den Residuen.

Buttermuscheln
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Fig. 3: GroRere Datenstreuung bei groReren Mess-
werten

Wihrend bei den Buttermuscheln die groBBere Form-
variabilitdt groBBerer Muscheln als plausible Ursache
erscheint, erklart im zweiten Beispiel die zunehmen-
de Messungenauigkeit bei groBeren Falltiefen die
Zunahme der Datenstreuung. Etwas schwieriger zu
entdecken, aber in dhnlicher Weise zu erkléren, ist die
Beobachtung bei einer Zeitreihenanalyse zum atmos-
phérischen CO2-Gehalt (Eichler & Vogel, 2009) fiir
die Friihjahrs- und Herbstmonate: in diesen Zeitrdu-
men sind durch die Be- und Entlaubung die stérks-
ten Veranderungen des Vegetationseinflusses auf den
atmosphérischen CO2-Gehalt zu verzeichnen. Auch
dies zeichnet sich in den Residuen ab.

3.2 Zunehmende ,,Verschlechterung“
eines Trendmodells

Aus der Modellierungsgleichung Daten = Funktion
+ Residuen folgt unmittelbar, dass eine zunehmend
stirker werdende systematische Residuenabweichung
(nach oben oder unten) darauf schlieen ladsst, dass
die gewihlte Modellfunktion zunehmend an Erklér-
kraft verliert. Diese Beobachtung ist beispielsweise
dann zu machen, wenn der Zerfall eines radioaktiven
Priparats ohne Berticksichtigung einer vorhandenen
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Grundstreuung funktional modelliert wird. In Fig. 4
ist der radioaktive Zerfall einer Probe metastabilen
Bariums 137 (Ba-137m) dokumentiert.

Zerfall von Ba-137 m [Aufnahme der Aktivitit des Eluats)
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Fig. 4: Zunehmende ,Verschlechterung® des Trend-
modells

Zunichst ist sehr deutlich die oben beschriebene He-
teroskedastizitét zu sehen. In diesem Beispiel wird
allerdings die Streuung mit kleineren Messwerten
zunehmend kleiner. Auflerdem zeigt das Residuen-
diagramm deutlich, wie die gewéhlte funktionale
Beschreibung einer exponentiellen Abnahme zuneh-
mend weniger greift, obwohl sich dafiir gute Griinde
anfiihren lassen: Fiir die momentane zeitliche Ande-
rung der radioaktiven Kerne gilt (N(?) ist die Anzahl
der nach Ablauf der Zeit # noch nicht zerfallenen Ker-
ne, A ist die sog. Zerfallskonstante):

dN(
#=7/1'N(t)

Umsortieren nach Variablen und beidseitige Integra-
tion ergeben (N, ist die Anzahl der anfangs vorhan-
denen Kerne):

[In N =2 [1,

Woraus sich nach weiteren Schritten schlieBlich das
bekannte Zerfallsgesetz ergibt:

N(t)=N,- e’

Entscheidend fiir die zunehmende ,, Verschlechterung
der Modell-Exponentialfunktion ist, dass in den Resi-
duen die so genannte ,,Nullrate eingeht. Die Streuung
der Nullrate wird als konstant grof3es und zufilliges
Rauschen angenommen. In diesem Rauschen geht der
schwicher werdende Trend zunehmend unter.

3.3 Residuen als Modellierungshilfe

Uberlagern sich verschiedene Trends additiv, kann das
Residuendiagramm helfen, diese schrittweise zu mo-
dellieren. In Fig. 5 ist ein Datensatz zur gleichmaBig
beschleunigten Bewegung an einer schiefen Ebene
abgebildet (vgl. Girwidz & Vogel, 2007). Die Daten
wurden mit einer Luftkissenfahrbahn erhoben, wie sie
sich in den meisten schulischen Physiksammlungen
befindet. Bei dem Vorgang beschleunigte der Luft-
kissenschlitten gleichméBig aus einer konstanten An-
fangsgeschwindigkeit heraus. Es ist nicht schwer, sich
mit einem Tabellenkalkulationsprogramm oder einem
grafikfahigen Taschenrechner ein quadratisches Funk-
tionenmodell fiir die Daten berechnen zu lassen. In der
Schule hat dies allerdings den Nachteil, dass die Schiiler
den mathematischen Hintergrund des entsprechenden
Tastendrucks auf die Rechnertaste oftmals nicht nach-
vollziehen kénnen. Mit Hilfe des Residuendiagramms
lassen sich alternativ die Daten per Schieberegler in
einen reinquadratischen Teil (Beschleunigung) und ei-
nen (nahezu) linearen Teil (Anfangsgeschwindigkeit)
fiir die Schiiler anschaulich zerlegen.

Fig. 5: Modellierung zu Daten einer gleichférmig be-
schleunigten Bewegung

Wenn in einem zweiten Modellierungsschritt der line-
are Residuentrend funktional erfasst wird, dann lasst
sich iiber die additive Verkniipfung beider Funktionen
der gesamte Weg modellieren. Auch das, was dann
noch iibrig bleibt, wird wiederum im Residuendia-
gramm eingetragen. Erwartungsgemaf wird dann nur
noch ein ,,zufélliges* Muster zu sehen sein, das ent-
sprechend des oben genannten Phanomens der Hete-
roskedastizitit mit groBeren Messwerten grof3er wird.
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Das ,,Papierfaltproblem* nach Biehler et al. (2007)
zeigt sehr eindriicklich, wie der Blick auf die Resi-
duen Ideen zu einer alternativen funktionalen An-
passung liefern kann. Die Aufgabenstellung besteht
darin, von einem querliegenden DIN-A4-Blatt die
linke obere Ecke auf eine beliebige Stelle der un-
teren Kante des Blattes zu falten. In dem variablen
rechtwinkligen Dreieck, welches dadurch links unten
entsteht, soll der Zusammenhang zwischen der vari-
ablen Grundseite und dem Fldcheninhalt durch eine
Funktion beschrieben werden. In den Streudiagram-
men der Fig. 5 sind ein entsprechender Datensatz und
eine funktionale Modellierung abgebildet.

Wihrend mit dem alleinigen Blick auf das Streudia-
gramm eine quadratische Datenanpassung durchaus
zunéchst plausibel erscheint (Fig. 6 oben), wirft der
s-formige Verlaufim zugehorigen Residuendiagramm
Fragen auf. Die Eigenschaften, welches ein funktio-
nales Modell fiir die Residuen hétte (drei Nullstellen,
zwei Extrema), legen die Idee nahe, die quadratische
Anpassung durch eine kubische Funktion additiv zu
ergidnzen. Ob dies im Unterricht mit Computerun-
terstlitzung eher systematisch probierend oder theo-
riegeleitet geschieht (vgl. Biehler et al., 2007) bleibt
in der Entscheidung der Lehrkraft. Das Ergebnis ist
eine funktionalen Anpassung, in deren Residuendia-
gramm keine vergleichbaren Auffilligkeiten zu ent-
decken sind (Fig. 6 unten). In diesem Beispiel kommt
der erwéhnte ,,Modellierungs-Lupen“-Charakter be-
sonders anschaulich zum Ausdruck.

4 Zusammenfassung

Die vorausgehenden Uberlegungen sollen veran-
schaulichen, dass die Residuen nicht als ,,modellie-
rungstechnischer Abfall“ gering zu schétzen sind.
Residuen enthalten wertvolle Informationen zu dem
Phianomen, welches den Daten zugrunde liegt, und
konnen im Modellierungsprozess wichtige Hinweise
fiir die sukzessive Datenanpassung geben. Sie stehen
fiir das Spannungsverhiltnis zwischen Daten und
dem, was an Trend in den Daten zu entdecken ist. So
kennzeichnen die Residuen die funktionale Datenan-
passung als das, was sie ist: eine Modellierung, die
auf vereinfachenden Annahmen und Entscheidungen
beruht, um im Uberangebot der Dateninformation
das wesentlich Erscheinende besser zu erkennen.

Seine Wertschitzung fiir Residuen formuliert Tim
Erickson (2005, S. 85) folgendermal3en: ,,How close
is close enough? A real function never goes through
all the points. It only comes close. There is no firm
rule, but we will learn about a tool here — the residual
plot — that may be the most important piece of data
analysis machinery since the slide rule.*

Fig. 6: Residuen bei funktionalen Modellierungen
zum Papierfaltproblem

Anmerkungen

1 Bei univariaten Daten lésst sich ein Lagewert wie z. B.
das arithmetische Mittel als konstante Funktion deuten.

2 In der didaktischen Literatur finden sich mittlerweile
verschiedene Modellierungskreislaufe, die sich zwar
hinsichtlich der verwendeten Begriffe und ihrer sche-
matischen Anordnung z.T. unterscheiden, jedoch
nicht in der Grundstruktur.
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